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โครงสร้้างข้้อสอบ เพ่ื่�อคััดเลืือกนัักเรีียนเข้้าค่่าย 2 วิิชาคณิิตศาสตร์์

การให้้คะแนนหรือรายละเอีียดอื่่�น ๆ  ค่าย 2 มัักจะประกอบด้้วยหลายส่่วนสำำ�คััญดัังนี้้�

	 1.	รู ปแบบของการสอบ

❖	 การสอบในค่่าย 2 มัักจะแบ่่งออกเป็็น 2 ประเภทหลััก คืือ การสอบทฤษฎีี และการสอบปฏิิบััติิ (ถ้้ามีี)

❖	 การสอบทฤษฎีีจะเน้้นที่่�การแก้้ปััญหาคณิิตศาสตร์์ที่่�ซัับซ้้อนและต้้องใช้้การวิิเคราะห์์อย่่างลึึกซึ้้�ง

❖	 การสอบปฏิิบััติิอาจรวมถึงการทำข้้อสอบภายใต้้เวลาที่่�กำหนด หรืือการแก้้โจทย์์ปััญหาที่่�ต้้องใช้้ 

ทัักษะในการคิิดคำนวณอย่่างมีีระบบ

	 2.	 การให้้คะแนน

❖	 คะแนนจะถููกกำหนดตามความถููกต้้อง ความสมบูรณ์์ และความสร้้างสรรค์์ในการแก้้ปััญหา

❖	 มีีการแบ่ง่คะแนนตามสัดัส่ว่น เช่น่ คะแนนเต็ม็จากข้อ้สอบทฤษฎี ีและคะแนนจากการแก้ป้ัญัหาปฏิิบัตัิิ

❖	 การให้้คะแนนจะมีีการตรวจสอบอย่่างเข้้มงวดเพื่่�อให้้เกิิดความยุุติิธรรมและโปร่่งใส

	 3.	 เกณฑ์์การคััดเลืือก

❖	 นัักเรีียนที่่�มีีคะแนนสููงสุุดจากการสอบทฤษฎีีและปฏิิบััติิ จะได้้รัับการคััดเลืือกให้้เข้้าร่่วมการแข่่งขััน 

ระดัับนานาชาติิ

❖	 ในกรณีีที่่�มีีคะแนนเท่่ากััน การคััดเลืือกจะพิิจารณาจากผลงานในค่่ายอื่่�น ๆ  ที่่�ผ่่านมา หรืือจากเกณฑ์์

พิิเศษที่่�กำหนดขึ้้�น

	 4.	 กฎระเบีียบในการสอบ

❖	 นัักเรีียนต้้องปฏิิบััติิตามกฎระเบีียบและมารยาทในการสอบอย่่างเคร่่งครััด เช่่น ห้้ามใช้้เครื่่�องมืือ 

หรืืออุุปกรณ์์ที่่�ไม่่ได้้รัับอนุุญาต

❖	 ห้้ามพููดคุุยหรืือขอคำปรึึกษาจากผู้้�อื่่�นในระหว่่างการสอบ

❖	 หากพบว่่ามีีการทุุจริิตหรืือการกระทำที่่�ผิิดกฎระเบีียบ นัักเรีียนอาจถููกตััดสิิทธิ์์�จากการสอบทัันทีี

	 5.	 ข้้อกำหนดอื่่�น 

❖	 การเตรีียมตััวเข้้าร่่วมค่่าย 2 รวมถึึงการเข้้าร่่วมกิิจกรรมต่่าง ๆ  ที่่�จััดขึ้้�นโดย สอวน.

❖	 นัักเรีียนต้้องมีีการเตรีียมตัวและฝึึกฝนทัักษะคณิิตศาสตร์์อย่่างต่่อเนื่่�อง

❖	 การปฏิิบััติิตามกฎระเบีียบเหล่่านี้้�มีีความสำคััญมาก เพื่่�อให้้นัักเรีียนทุุกคนมีีโอกาสที่่�เท่่าเทีียมกััน 

และเพื่่�อรัักษามาตรฐานของการคััดเลืือกในการแข่่งขัันคณิิตศาสตร์์โอลิิมปิก
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เนื้้�อหาที่่�ออกสอบในค่่าย 2 ของ สอวน. คณิิตศาสตร์์ ประกอบด้้วยหััวข้้อดัังนี้้�

	 1.	 ทฤษฎีีจำนวน (Number Theory)

❖	 การพิิสููจน์์ตััวหารร่่วมมาก (Greatest Common Divisor, GCD)

❖	 การแก้้สมการไดโอแฟนไทน์์ (Diophantine Equations)

❖	 การแยกตััวประกอบเป็็นจำนวนเฉพาะ (Prime Factorization)

❖	 ฟัังก์์ชัันจำนวนเต็็ม เช่่น ฟัังก์์ชัันโทเทีียนท์์ของออยเลอร์์ (Euler’s Totient Function)

❖	 การพิิสููจน์์สมบััติิเกี่่�ยวกัับการหารลงตััว

	 2.	 เรขาคณิิต (Geometry)

❖	 ทฤษฎีีบทเก่ี่�ยวกัับวงกลม (Circle Theorems)

❖	 ทฤษฎีีบทเก่ี่�ยวกัับตรีีโกณมิิติิ (Trigonometry) ในสามเหลี่่�ยม

❖	 ความคล้้าย (Similarity) และสััดส่่วน (Proportionality)

❖	 เรขาคณิิตเชิิงวิิเคราะห์์ (Analytic Geometry)

❖	 การคำนวณพื้้�นที่่�และปริิมาตรของรููปทรง

	 3.	พี ชคณิิต (Algebra)

❖	 สมการพหุุนาม (Polynomials) และสมการหลายตััวแปร (Multivariable Equations)

❖	 ระบบสมการเชิิงเส้้น (Linear Systems)

❖	 ลำดัับและอนุุกรม (Sequences and Series)

❖	 ฟัังก์์ชัันและกราฟ (Functions and Graphs)

❖	 พีีชคณิิตนามธรรม (Abstract Algebra) เบื้้�องต้้น

	 4.	 ความน่่าจะเป็็นและสถิติิิ (Probability and Statistics)

❖	 กฎของความน่่าจะเป็็น (Probability Rules)

❖	 การแจกแจงความน่่าจะเป็็นแบบต่่าง ๆ  (Probability Distributions)

❖	 การหาค่่าคาดหมาย (Expected Value)

❖	 ทฤษฎีีบทเบย์์ (Bayes’ Theorem)

❖	 การสุ่่�มตััวอย่่างและสมมติิฐาน

	 5.	 คอมบิินาทอริิกส์์ (Combinatorics)

❖	 หลัักการจััดเรีียงและการจััดหมู่่� (Permutations and Combinations)

❖	 หลัักการนัับ (Counting Principles)

❖	 การพิิสููจน์์โดยอุุปนััยเชิิงคณิิตศาสตร์์ (Mathematical Induction)

❖	 ทฤษฎีีกราฟ (Graph Theory) เบื้้�องต้้น

❖	 ทฤษฎีีบทเก่ี่�ยวกัับส่่วนประกอบจำกััด (Finite Sets)
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	 6.	 แคลคููลััส (Calculus)

❖	 ลิิมิิตและความต่่อเนื่่�อง (Limits and Continuity)

❖	 อนุุพัันธ์์ (Derivatives) และการประยุุกต์์ใช้้งาน

❖	 อิินทิิกรััล (Integrals) และการประยุุกต์์ใช้้งาน

❖	 แคลคููลััสเวกเตอร์์ (Vector Calculus) เบื้้�องต้้น

	 7.	 การพิิสููจน์์ทางคณิิตศาสตร์์ (Mathematical Proofs)

❖	 การพิิสููจน์์โดยใช้้วิิธีีขััดแย้้ง (Proof by Contradiction)

❖	 การพิิสููจน์์แบบก่่อรููป (Constructive Proof)

❖	 การพิิสููจน์์โดยใช้้การหาค่่าต่่ำสุุดและค่่ามากสุุด (Optimization Problems)

❖	 การพิิสููจน์์โดยใช้้สมมติิฐาน (Hypothetical Proof)

	 8.	ปั ญหาเชิิงโอลิิมปิิก (Olympiad Style Problems)

❖	 ปััญหาที่่�มีีความท้้าทายสููง ซึ่่�งต้้องใช้้การคิิดวิิเคราะห์์และการสร้้างสรรค์์ในการแก้้ปััญหา

❖	 การแก้้ปััญหาที่่�ต้้องใช้้หลายหััวข้้อร่่วมกััน

Book Math Olympics 2.indb   9Book Math Olympics 2.indb   9 21/2/2568 BE   14:0421/2/2568 BE   14:04

ตัวอย่างหนังสือ



การพิสูจน์ข้อความ
ทางคณิตศาสตร์
การพิสูจน์ข้อความ
ทางคณิตศาสตร์

Book Math Olympics 2.indb   10Book Math Olympics 2.indb   10 21/2/2568 BE   14:0421/2/2568 BE   14:04

ตัวอย่างหนังสือ



11

การพิิสููจน์์ข้้อความทางคณิิตศาสตร์์

	 การพิสูจน์ข้อความทางคณิตศาสตร์ แบ่งออกเป็น 2 แบบ คือ การพิสูจน์ทางตรง และการพิสูจน์ทางอ้อม

การพิิสููจน์์ทางตรง

	 1.	 กำ�หนดให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ จงพิสูจน์ x2 ++ 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

พิิสููจน์์ 	 ให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		  โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคี่ จะได้ว่า x = 2n + 1 เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

		  นั่นคือ		  x2 + 1	 =	 (2n + 1)2 + 1 เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

					     =	 (4n2 + 4n + 1) + 1

					     =	 4n2 + 4n + 2

				    x2 + 1	 =	 2(2n2 + 2n + 1) เมื่อ 2n2 + 2n + 1 เป็นจำ�นวนเต็ม

		  โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		  ดังนั้น x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

	 2.	 กำ�หนดให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคู่ จงพิสูจน์ 3x เป็นจำ�นวนเต็มคู่

พิิสููจน์์ 	 ให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		  โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า x = 2n เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

		  นั่นคือ		  3x	 =	 3(2n) เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

					     =	 6n

				    3x	 =	 2(3n) เมื่อ 3n เป็นจำ�นวนเต็ม

		  โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า 3x เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		  ดังนั้น	 3x เป็นจำ�นวนเต็มคู่

การพิิสููจน์์ทางอ้้อม

	 การพิสูจน์ทางอ้อม เป็นการพิสูจน์โดยสมมติข้อความที่ต้องการพิสูจน์ให้เป็นเท็จก่อน แล้วจึงหาข้อขัดแย้ง 

ที่เกิดขึ้น

	 3.	 กำ�หนดให้ x2 -- 1 เป็นจำ�นวนเต็มคี่ จงพิสูจน์ว่า x เป็นจำ�นวนเต็มคู่

พิิสููจน์์ 	 สมมติให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		  โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคี่ จะได้ว่า x = 2n + 1 เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

		  นั่นคือ		  x2 - 1	 =	 (2n + 1)2 - 1

					     =	 4n2 + 4n + 1 - 1

				    x2 - 1	 =	 2(2n2 + 2n) เมื่อ 2n2 + 2n เป็นจำ�นวนเต็ม

		  โดยบทนิยามจะได้ว่า x2 - 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่ ซึ่งเกิดข้อขัดแย้ง

		  ดังนั้น	 x เป็นจำ�นวนเต็มคู่
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	12.	 จงแสดงว่า สำ�หรับจำ�นวนจริงบวก x จะมีจำ�นวนนับ n ซึ่ง 
n
1   x

พิิสููจน์์ 	 ให้ x เป็นจำ�นวนจริงบวกใด ๆ

		  จะได้ว่า 
n
1  เป็นจำ�นวนจริงบวก

		  โดยหลักของอาร์คิมิดิส จะได้ว่า มีจำ�นวนนับ n ที่ n  
x
1

		  ดังนั้น	
n
1   x

การอุุปนััยเชิิงคณิิตศาสตร์์ (Mathematical Induction)

	 การอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์เป็นวิธีการพิสูจน์ข้อความในรูป n, P(n)

หลักเกณฑ์ของการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ (Principle of Mathematical Induction)

	 กล่าวว่า ให้ P(n) เป็นประโยคที่มีตัวแปร n แทน จำ�นวนนับใด ๆ

	 ถ้า 		 1.	 P(1) เป็นจริง

			   2.	 66k[P(k) → P(k+1)] เป็นจริง

	 แล้ว	 66n, P(n) เป็นจริง

	13.	 จงพิสูจน์ว่า สำ�หรับจำ�นวนนับ n ใด ๆ  

1 ++ 3 ++ 5 ++ ... ++ (2n -- 1) == n2

พิิสููจน์์ 	 ให้ P(n) แทน 1 + 3 + 5 + ... + (2n - 1) = n2 สำ�หรับจำ�นวนนับ n ใด ๆ

		  1.	 จะแสดงว่า P(1) เป็นจริง

			   เนื่องจาก 1 = 12

			   ดังนั้น P(1) เป็นจริง

		  2.	 สมมติให้ P(k) เป็นจริง จะแสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง สำ�หรับทุก k ที่เป็นจำ�นวนนับ

			   เนื่องจาก P(k) เป็นจริง จะได้ว่า 

				    1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1)	 =	 k2	 .....(1)

				    1 + 3 + 5 + ... + (2(k + 1) - 1)	 =	 1 + 3 + 5 + ... + (2k + 2 - 1)

					     =	 1 + 3 + 5 + ... + (2k - 1) + (2k + 1)

		  จาก (1) จะได้ว่า		  =	 k2 + (2k + 1)

		  เพราะฉะนั้น	 1 + 3 + 5 + ... + (2(k + 1) - 1)	 =	 (k + 1)2

		  ดังนั้น P(k + 1) เป็นจริง สำ�หรับทุก k ที่เป็นจำ�นวนนับ

		  จาก	 ข้อ 1. ข้อ 2. และหลักการอุปนัยเชิงคณิตศาสตร์ จะได้ว่า P(n) เป็นจริง สำ�หรับทุก n 

			   ที่เป็นจำ�นวนนับ
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	 1.	 มีลูกบอลสีแดง 3 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 2 ลูก หากจะเลือกลูกบอลออกมาจำ�นวน 3 ลูก มีวิธีการ 

เลือกทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 เลือกจากลูกบอลสีแดงและลูกบอลสีน้ำ�เงิน โดยพิจารณาจำ�นวนที่เลือกได้ 3 ลูก จาก 5 ลูก

	 ซึ่งสามารถคำ�นวณได้ด้วย 5
3a k

 = 10 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการเลือกทั้งหมด 10 วิธี

	 2.	 มีการแจกของขวัญ 4 ชิ้น ให้กับนักเรียน 6 คน แต่ละคนจะได้รับไม่เกิน 1 ชิ้น มีวิธีการแจกทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 สามารถเลือกนักเรียน 4 คน จาก 6 คน โดยการเลือกได ้
6
4a k = 15 วิธี

	 และจัดลำ�ดับของขวัญให้กับนักเรียนแต่ละคนได้ด้วย 4! = 24 วิธี 

	 ดังนั้น จำ�นวนวิธีทั้งหมด คือ 15 × 24 = 360 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการแจกทั้งหมด 360 วิธี

	 3.	 มีการเรียงตัวเลข 1, 2, 3, 4, 5, 6 โดยที่ตัวเลข 1 ไม่อยู่ในตำ�แหน่งที่ 1 มีวิธีการเรียงทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 วิธีการทั้งหมดในการเรียงตัวเลขทั้ง 6 ตัว คือ 6! = 720 วิธี 

	 แต่ต้องหาวิธีการที่เลข 1 ไม่อยู่ในตำ�แหน่งที่ 1 ซึ่งเป็นการหาวิธีการจัดแบบ derangements

	 สำ�หรับกรณีนี ้จำ�นวนวิธีที่ 1 ไม่อยู่ในตำ�แหน่งที่ 1 สามารถใช้การลบออก ดังนั้น 5! = 120

	 ดังนั้น	 มีวิธีการเรียงทั้งหมด 600 วิธี

	 4.	 มีนักเรียน 10 คน โดยเป็นนักเรียนหญิง 5 คน และนักเรียนชาย 5 คน ยืนเป็นแถวเรียงลำ�ดับ 

หากนักเรียนหญิงยืนอยู่คนละตำ�แหน่งกับนักเรียนชาย มีวิธีการยืนทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 การจัดเรียงนักเรียนทั้งหมด คือ 5! × 5! = 14,400 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการยืนทั้งหมด 14,400 วิธี

	 5.	 จงหาวิธีการแจกเหรียญ 5 เหรียญ ให้กับเด็ก 3 คน โดยแต่ละคนอาจจะได้รับเหรียญมากกว่า 

หนึ่งเหรียญได้

แนวคิิด 	 ปัญหานี้สามารถแก้ไขได้โดยใช้วิธ ี“การแจกสิ่งของไม่จำ�กัด” หรือวิธีการ Stars and Bars คือ

				    5 3 1
3 1
+ -

-
a k	 =	 7

2a k = 21 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการแจกเหรียญทั้งหมด 21 วิธี

	 6.	 มีตัวเลข 1, 2, 3, 4, 5 ถ้าเรียงตัวเลขเหล่านี้ในลำ�ดับต่าง ๆ  ได้กี่วิธี

แนวคิิด 	 วิธีการเรียงตัวเลขทั้ง 5 ตัว คือ 5! = 120 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีเรียงตัวเลขทั้งหมด 120 วิธี
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	13.	 มีลูกบอลสีแดง 5 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 7 ลูก ต้องการเลือกลูกบอลทั้งหมด 5 ลูก โดยต้องเลือก 

ทั้งลูกบอลสีแดงและลูกบอลสีน้ำ�เงินอย่างน้อยหนึ่งลูก มีวิธีการเลือกทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 วธิกีารเลอืกมเีงือ่นไขใหเ้ลอืกลกูบอลสแีดงอยา่งนอ้ย 1 ลูก และลกูบอลสนี้ำ�เงนิอยา่งนอ้ย 1 ลกู 

	 สามารถแบ่งเป็นกรณีได้

	 เลือกลูกบอลสีแดง 1 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 4 ลูก

				    #
5
1

7
4a ak k	 =	 5 × 35 = 175 วิธี

	 เลือกลูกบอลสีแดง 2 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 3 ลูก

				    #
5 7
2 3a ak k	 =	 10 × 35 = 350 วิธี

	 เลือกลูกบอลสีแดง 3 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 2 ลูก

				    #
5 7
3 2a ak k	 =	 10 × 21 = 210 วิธี

	 เลือกลูกบอลสีแดง 4 ลูก และลูกบอลสีน้ำ�เงิน 1 ลูก

				    #
5 7

14a ak k	 =	 5 × 7 = 35 วิธี

	 รวมวิธีการทั้งหมด 175 + 350 + 210 + 35 = 770 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการเลือกทั้งหมด 770 วิธี

	14.	 มีนักเรียน 8 คนที่นั่งเป็นแถวตรง ต้องการแบ่งนักเรียนเหล่านี้ออกเป็น 2 กลุ่ม แต่ละกลุ่มมี 4 คน 

หากต้องการให้ไม่มีใครนั่งติดกันกับสมาชิกในกลุ่มเดียวกัน มีวิธีการจัดกลุ่มทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 ให้พิจารณานักเรียนที่นั่งอยู่เป็นแถว และต้องการแบ่งเป็น 2 กลุ่ม กลุ่มละ 4 คน โดยให้ 

	 แต่ละกลุ่มไม่มีใครนั่งติดกัน

	 พิจารณาการแบ่งแถวที่มีการสลับกลุ่มแต่ละกลุ่ม โดยใช้หลักการจัดลำ�ดับแบบสลับ

	 ต้องเลือกตำ�แหน่งสำ�หรับกลุ่ม 1 จำ�นวน 4 ตำ�แหน่ง

	 และอีก 4 ตำ�แหน่งที่เหลือ จะเป็นของกลุ่ม 2

	 การเลือกและจัดลำ�ดับทำ�ได้ 4
4
a k × 4! × 4! = 242 = 576 วิธี

	 ดังนั้น	 มีวิธีการจัดกลุ่มทั้งหมด 576 วิธี

	15.	 มีคน 10 คน ต้องการแบ่งกลุ่มคนเหล่านี้ออกเป็น 3 กลุ่ม โดยกลุ่มแรกมี 4 คน กลุ่มที่สองมี 3 คน 

และกลุ่มที่สามมี 3 คน หากในแต่ละกลุ่มไม่มีใครอยู่ติดกัน (ในความหมายของการเรียงลำ�ดับเป็น 

แถวตรง) จะมีวิธีการจัดกลุ่มทั้งหมดกี่วิธี

แนวคิิด 	 การเลือกคนสำ�หรับแต่ละกลุ่ม

	 	 เริ่มจากเลือก 4 คน ที่จะอยู่ในกลุ่มแรกจากทั้งหมด 10 คน วิธีการเลือกคน 4 คน จาก 10 คน  

	 คือ 4
10
a k

	 	 จากนั้นเลือกคน 3 คน ที่จะอยู่ในกลุ่มที่สองจากคนที่เหลือ 6 คน วิธีการเลือกคน 3 คน 

	 จาก 6 คน คือ 63a k

	 	 คนที่เหลือ 3 คน จะถูกจัดให้อยู่ในกลุ่มที่สามโดยอัตโนมัต ิดังนั้นไม่ต้องเลือกเพิ่ม
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แนวข้้อสอบ
ชุุดที่่�

1
	 1.	 กำ�หนดให้ x และ y เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ  จงพิสูจน์วา่ ถ้า xy เป็นจำ�นวนเต็มคู่ แล้ว x หรือ y เป็น

จำ�นวนเต็มคู่ ในการพิสูจน์สามารถใช้การพิสูจน์แบบแย้งสลับที่ โดยสมมตินิเสธของประพจน์ตัวหลัง 

แล้วแสดงให้ได้ว่านิเสธของตัวหนา้

	 	 กำ�หนดให	้ นิเสธของ x หรือ y เป็นจำ�นวนเต็มคู่ คือ x และ y เป็นจำ�นวนเต็มคี่ และ

	 	 	 	 นิเสธของ xy เป็นจำ�นวนเต็มคู่ คือ xy เป็นจำ�นวนเต็มคี่

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

	 2.	 กำ�หนดให้ x เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ  จงพิสูจน์ว่า x2  ++  1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่ ก็ต่อเมื่อ x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ 

ในการพิสูจน์ข้อความ “ก็ต่อเมื่อ” จะต้องแสดงข้อความ “ถ้า  x2 ++ 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่ แล้ว x เป็น

จำ�นวนเต็มคี่” และแสดงข้อความ “ถ้า x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ แล้ว x2 ++ 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่”

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
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	 3.	 กำ�หนดให ้m และ n เปน็จำ�นวนเตม็ใด ๆ  ถา้ m และ n เปน็จำ�นวนเตม็คู ่หรือ m และ n เปน็จำ�นวนเตม็คี ่

แล้วผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

	 	 ในการพิสูจน์ข้อความที่เชื่อมด้วย “หรือ” ต้องสมมต ิm และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่ แล้วแสดงให้ได้ว่า 

ผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่ และต้องสมมติ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคี่ แล้วแสดงให้ได้ว่า 

ผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

	 4.	 จงพิสูจน์ว่า ถ้า a เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ  แล้ว a2 -- a ++ 10 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
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	 7.	 กำ�หนดให้ f : [1,  ∞∞) →→ (--∞∞, 3] นิยามโดย f(x) == 3 -- x 1-  จงพิจารณาว่า f เป็นฟังก์ชันหนึ่งต่อหนึ่ง 

ทั่วถึงหรือไม่

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

	 8.	 จงพิสูจน์ว่า สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก n ใด ๆ  8  102n ++ 6  102n -- 1 ++ 9 หารด้วย 11 ลงตัว

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………

……………………………………………………………………………………………………………………
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เฉลยแนวข้้อสอบ
ชุุดที่่�

1
	 1.	 เฉลยละเอีียด

		 สมมติให้ x และ y เป็นจำ�นวนเต็มคี ่

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคี ่จะได้ว่า	 x	 =	 2a + 1	 เมื่อ a เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 	 	 	 และ	 y	 =	 2b + 1	 เมื่อ b เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 นั่นคือ	 xy	 =	 (2a + 1)(2b + 1)

				   =	 4ab + 2a + 2b + 1

		 	 xy	 =	 2(2ab + a + b) + 1 เมื่อ 2ab + a + b เป็นจำ�นวนเต็ม

		 ดังนั้น xy เป็นจำ�นวนเต็มคู่

	 2.	 เฉลยละเอีียด

 	 ถ้า x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่ แล้ว x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ พิสูจน์โดยวิธีแย้งสลับที่

		 สมมติให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคู่ จะแสดงวา่ x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู ่จะได้ว่า x = 2n เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

		 นั่นคือ x2 + 1 = (2n)2 + 1 = 4n2 + 1 = 2(2n2) + 1 เมื่อ 2n2 เป็นจำ�นวนเต็ม

		 ดังนั้น x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 ถ้า x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ แล้ว x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 สมมติให้ x เป็นจำ�นวนเต็มคี่ จะแสดงว่า x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคี ่จะได้ว่า x = 2m + 1 เมื่อ m เป็นจำ�นวนเต็ม

		 นั่นคือ	 x2 + 1 = (2m + 1)2 + 1	 =	 4m2 + 4m + 1 + 1

				   =	 4m2 + 4m + 2

				   =	 2(2m2 + 2m + 1) เมื่อ 2m2 + 2m + 1 เป็นจำ�นวนเต็ม

		 ดังนั้น	 x2 + 1 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

	 3.	 เฉลยละเอีียด

 	 สมมติ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู ่แล้วแสดงให้ได้วา่ ผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า m = 2x และ n = 2y เมื่อ x และ y เป็นจำ�นวนเต็ม

		 นั่นคือ m + n = 2x + 2y = 2(x + y) เมื่อ x + y เป็นจำ�นวนเต็ม

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่าผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 สมมติ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคี ่แล้วแสดงให้ได้วา่ ผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคี่ จะได้ว่า m = 2p + 1 และ n = 2q + 1 เมื่อ p และ q เป็นจำ�นวนเต็ม

		 นั่นคือ m + n = 2p + 1 + 2q + 1 = 2(p + q + 1) เมื่อ p + q + 1 เป็นจำ�นวนเต็ม

		 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่าผลบวกของ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 ดังนั้น	 ถา้ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่ หรือ m และ n เป็นจำ�นวนเต็มคี่ แล้ว ผลบวกของ m 

	 	 	 	 และ n เป็นจำ�นวนเต็มคู่
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	 4.	 เฉลยละเอีียด

		 ในการพิสูจน์ข้อความ “ถ้า a เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ  แล้ว a2 - a + 10 เป็นจำ�นวนเต็มคู่”

		 พิจารณา 2 กรณี คือ กรณี a เป็นจำ�นวนเต็มคู่ และ a เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 กรณีที่ 1	 สมมติให้ a เป็นจำ�นวนเต็มคู่ 

		 	 	 	 	 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า a = 2m เมื่อ m เป็นจำ�นวนเต็ม

		 	 นั่นคือ	 a2 - a + 10	 =	 (2m)2 - 2m + 10

					    =	 4m2 - 2m + 10

					    =	 2(2m2 - m + 5) เมื่อ 2m2 - m + 5 เป็นจำ�นวนเต็ม

		 	 	 	 	 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า a2 - a + 10 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 กรณีที่ 2	 สมมติให้ a เป็นจำ�นวนเต็มคี่

		 	 	 	 	 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า a = 2n + 1 เมื่อ n เป็นจำ�นวนเต็ม

		 	 	 	 นั่นคือ	 a2 - a + 10	 =	 (2n + 1)2 - (2n + 1) + 10

							      =	 4n2 + 4n + 1 - 2n - 1 + 10

							      =	 4n2 + 2n + 10

							      =	 2(2n2 + n + 5) เมื่อ 2n2 + n + 5 เป็นจำ�นวนเต็ม

		 	 	 	 	 โดยบทนิยามของจำ�นวนเต็มคู่ จะได้ว่า a2 - a + 10 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

		 ดังนั้น	 ถา้ a เป็นจำ�นวนเต็มใด ๆ  แล้ว a2 - a + 10 เป็นจำ�นวนเต็มคู่

	 5.	 เฉลยละเอีียด

		 ให้ P(n) แทน 32n - 1 หารด้วย 4 ลงตัว สำ�หรับจำ�นวนเต็มบวก n ใด ๆ  

		 1.	จะแสดงวา่ P(1) เป็นจริง

		 	 เนื่องจาก 32(1) - 1 = 32 - 1 = 9 - 1 = 8 = 4(2)

		 	 ดังนั้น P(1) เป็นจริง

		 2.	สมมติให้ P(k) เป็นจริง จะแสดงว่า P(k + 1) เป็นจริง สำ�หรับทุก k ที่เป็นจำ�นวนนับ

		 	 เนื่องจาก P(k) เป็นจริง จะได้ว่า 32k - 1 หารด้วย 4 ลงตัว 

		 	 โดยบทนิยามการหารลงตัว จะได้ว่า 32k - 1 = 4a เมื่อ a เป็นจำ�นวนเต็ม	 .....(1)

		 	 	 	 	 32(k + 1) - 1	 =	 32k + 2 - 1

							      =	 32k  32 - 1

							      =	 32k(8 + 1) - 1

							      =	 32k  8 + 32k - 1

		 	 จาก (1) จะได้วา่	 	 =	 32k  8 + 4a

							      =	 4(32k  2 + a)

		 	 เพราะฉะนั้น 32(k + 1) - 1 หารด้วย 4 ลงตัว
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